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Introdução

A teoria das perturbações gravitacionais linearizadas, ou seja,
perturbações cosmológicas, em um universo que se expande é
um ponto fundamental da cosmologia moderna. Ela é usada
para descrever o crescimento de estruturas no universo ou cal-
cular as flutuações da radiação de fundo em microondas, entre
outros [1].

A radiação cósmica de fundo nos dá a melhor evidência
[1],[3], se assim podemos dizer, de que o universo era muito
homogêneo e isotrópico em sua infância, uma vez que as
flutuações em temperatura são da ordem de 10−4. Essas
flutuações são relacionadas com perturbações na densidade
que por sua vez são consequências das instabilidades gravita-
cionais. Isso porque uma porção mais densa exerce uma força
gravitacional mais forte sobre a matéria em sua volta e assim,
com o passar do tempo, a perturbação cresce. Num universo
que se expande, esse efeito será dramaticamente diminuı́do,
homogeneizando e isotropizando o universo.

Nosso trabalho aqui é estudar a origem quântica das
flutuações, mais especificamente, achar a variação de se-
gunda ordem da ação e entender o processo de quantização
da mesma, mostrando que isso leva à criação de partı́culas,
[1],[2].

Figura 1: RCFM. Crédito: WMAP Science Team/NASA.

As equações básicas

O elemento de linha do “background” é:

ds2 = g
(0)
µν (x)dxµdxν = a2(η)(dη2 − γijdx

idxj)

onde η é o tempo conforme (coordenada que “retira” os efei-
tos da expansão do universo das medidas no espaço-tempo) e
a métrica é a de Friedmann-Robertson-Walker.

Resolvendo as equações de Einstein chegamos a soluções
para um universo “ideal”.

Para que nosso universo seja mais realı́stico, vamos inserir
perturbações na métrica, uma vez que é a métrica que des-
creve a geometria do universo, que está intimamente ligada
à gravidade. Assim, podemos relacionar as perturbações da
métrica com as instabilidades gravitacionais citadas acima.
Desse modo,

ds2 = g
(0)
µνdx

µdxν + δgµνdx
µdxν .

Suporemos perturbações escalares [1]:

δgµν =
( 2φ −B|i

−B|i 2(ψγij − E|ij)

)

e assim

ds2 = a2(η)
[

(1+2φ)dη2−2B|idx
idη− [(1−2ψ)γij+2E|ij]dx

idxj
]

.

Teoria quântica de perturbações

Essa teoria envolve a quantização simultânea da métrica e das
flutuações da matéria, o que so é possı́vel num universo em ex-
pansão. Quantizar os campos de matéria nesse tipo de “back-
ground” leva, em geral, à produção de partı́culas e esse pro-
cesso é a base para a formação de estruturas num universo
inflacionário.

As equações de movimento das perturbações de primeira or-
dem são dadas pela ação de segunda ordem. No formalismo
ADM conseguimos obter:

δ2S =
1

2

∫

[

v
′2 − v,iv,i +

z
′′

z
v2 +

1

3l2

4
∑

i=1

Di

]

d4x, z =
aϕ

′

0

H
,

onde v é um potencial invariante de gauge sujeito ao vı́nculo
ψ

′
+ Hφ = 3

2l
2ϕ

′

0δϕ. Os termos Di são termos de derivadas
totais e não afetam a equação de movimento.

O primeiro passo para a quantização do potencial v é escre-
ver o momento canônico conjugado a v, π(η, x) = ∂L

∂v
′ = v

′
(η, x),

e escrever o hamiltoniano:

H =

∫

(v
′
π − L)d3x =

1

2

∫

[

π2 + v,iv,i −
z
′′

z
v2

]

d3x.

A equação de movimento para o campo v é obtida variando
a equação de δ2S com respeito a v, lembrando que na teoria
quântica as variáveis v e π se tornam operadores.

Na representação de Heisenberg os estados são independen-
tes do tempo e a dependência temporal vem dos operadores.
Então vamos expandir o operador v̂ sobre uma base completa
e ortonormal de soluções da equação de evolução do campo.
Essas soluções serão denotadas por v(x, η) ∼ ψJ(x)v∗J(η) onde
o ı́ndice J representa o J-ésimo modo de Fourier da expansão
sobre o conjunto da base e ψJ são as auto-funções do opera-
dor ∆ =

∑3
i=1

∂2

∂xi2
com autovalores k2

J . Logo, satisfaz ∆ψJ =

−k2
JψJ .

No caso particular de um universo plano podemos tomar
uma base de ondas planas, de modo que

v(x, η) =
∑

k

vk(η)ψk , ψk =
1

(2π)
3

2

eikx.

Substituindo esse ansatz na equação de campo obtemos:

v
′′

k(η) + k2
kvk(η) −

z
′′

z
vk(η) ≡ v

′′

k(η) + E2
kvk(η) = 0.

As frequências das soluções dessa equação são dependen-
tes do tempo pois m2 = z

′′

z . Quando quantizamos as
perturbações de um espaço-tempo curvo, o “background” nos
dá uma direção distinta do tempo mas a noção de modos
com frequência positiva não é um invariante temporal. Desse
modo, não é possı́vel ter uma única definição de vácuo.

Então, para um tempo η0, podemos achar uma combinação
de soluções da equação 20, que também é uma solução, que é
de freqüência positiva se impusermos as condições iniciais

vk(η0) = E−1

2(η0), v
′

k(η0) = iE
1

2(η0).

Desse modo, podemos definir um estado de vácuo |0η0
〉 ≡

|ψ0〉:

a−
k
|0η0

〉 = 0, ∀k.

Um observador em η0 verá o estado acima definido como va-
zio de partı́culas, mas porque em um tempo η1 > η0 os modos
que são de frequência positiva deixam de sê-lo, um observa-
dor definirá o estado |ψ1〉 como vazio de partı́culas, esse es-
tado satisfazendo:

b−
k
|ψ1〉 = 0, ∀k.

Os operados a−
k

e b−
k

são operados de aniquilação de
partı́culas e os operadores a+

k
e b+

k
são operadores de criação

de partı́culas.
Agora, se denotarmos os modos de frequência positiva e ne-

gativa em um tempo ηi por v(i)+
k

e v(i)−
k

respectivamente, então
em termos da discussão acima teremos

v
(1)+
k

= αkv
(0)+
k

+βkv
(0)−
k

, v
(1)−
k

= α∗kv
(0)+
k

+β∗kv
(0)−
k

, |α|2+|β|2 = 1,

onde

αk = 〈v
(0)+
k

, v
(1)+
k

〉 βk = 〈v
(0)−
k

, v
(1)−
k

〉.

Agora podemos escrever os operadores â+ e â− em termos de
b̂+ e b̂− e vice-versa, de modo que o observador em η1 definirá

o operador de número de partı́culas N̂1
k = b̂+

k
b̂−
k

que, aplicado
no estado ψ0, dará um número não nulo de partı́culas:

〈ψ0|N̂
1
k|ψ0〉 = |βk|

2.

O que acabamos de mostrar foi que o campo escalar causa
a produção de partı́culas a partir de um estado inicial de
vácuo. Isso, em um modelo inflacionário de universo, levará à
formação de estruturas no universo presente.

Conclusões

Apesar de o espectro de potências calculado para um modelo
inflacionário com o potencial V (ϕ) = 1

2m
2ϕ2 não levar a incon-

sistências com o que tiramos das observações, existem certos
incômodos com tudo isso [2]. Assumimos que o campo quan-
tizado v começa em algum tempo inicial ti e que o modelo,
aplicado ao cenário inflacionário, é “independente” da esco-
lha do estado de vácuo. Ora, qual é o tempo ti? Qual, dos
estados de vácuo possı́veis, deve ser escolhido?

Essas perguntas são pertinentes quando se percebe que, se a
inflação durar apenas um pouco mais que o tempo mı́nimo
necessário para que o mecanismo da inflação assegure a
resolução do problema do horizonte e forneça um mecanismo
de geração causal das anisotropias da RCFM, os correspon-
dentes comprimentos de onda dessas anisotropias serão me-
nores que a escala de comprimento de Planck (escalas onde a
Mecânica Quântica e a Relatividade Geral se unem numa Gra-
vidade Quântica) no inı́cio do perı́odo inflacionário.

E daı́? Daı́ que pode-se perguntar o quão robustas são as pre-
visões da cosmologia inflacionária contra o efeito da “fı́sica”
trans-planckiana. Isso quer dizer: o quão sensı́vel é o espec-
tro produzido pela inflação às mudanças em uma escala tão
pequena como essa?

Usualmente, para modelar esses possı́veis efeitos usa-se uma
relação de dispersão modificada [2], de modo que nossa
equação de movimento torna-se

v
′′

k +
[

k2
eff (k, η) −

a
′′

a

]

vk = 0

onde k2
eff (k, η) ≡ a2(η)ω2

(

k
a(η)

)

.
Assim, é possı́vel detectar nas anisotropias da RCFM os

efeitos, nos primórdios do universo, de uma era na qual
a Mecânica Quântica e a Relatividade Geral eram igual-
mente importantes, analisando as mudanças no espectro de
potências das flutuações quânticas causadas por modificações
nas relações de dispersão das soluções da equação de movi-
mento.

Essa modelagem pode, em princı́pio, responder aquelas duas
perguntas iniciais, principalmente no que se refere à escolha
do vácuo. Entretanto, deve-se notar que essas relações de
dispersão modificadas são absolutamente “ad hoc”, sem uma
base sólida, já que não temos uma gravitação quântica de-
senvolvida. Ou ainda, pode-se ter frequências complexas no
inı́cio do perı́odo inflacionário em escalas relevantes à cosmo-
logia, ou seja, para a formação de estruturas, o que é inconsis-
tente.
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