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1 Introducao

A teoria das perturbagoes gravitacionais linearizadas, ou seja, perturbagoes cos-
moldgicas, em um universo que se expande é um ponto fundamental da cos-
mologia moderna. FEla é usada para descrever o crescimento de estruturas no
universo ou calcular as flutuacoes da radiagao de fundo em microondas, entre
outros [1].

A radiac@o césmica de fundo nos dd a melhor evidéncia [1],[3], se assim
podemos dizer, de que o universo era muito homogéneo e isotrépico em sua
infancia, uma vez que as flutuacdes em temperatura sio da ordem de 1074,
Essas flutuacoes sao relacionadas com perturbagoes na densidade que por sua
vez sao consequéncias das instabilidades gravitacionais. Isso porque uma porgao
mais densa exerce uma forca gravitacional mais forte sobre a matéria em sua
volta e assim, com o passar do tempo, a perturbacao cresce. Num universo
que se expande, esse efeito serd dramaticamente diminuido, homogeinizando e
isotropizando o universo.

Nosso trabalho aqui é estudar a origem quantica das flutuacoes, mais especi-
ficamente, achar a variacao de segunda ordem da agao e entender o processo de
quantizagdo da mesma, conforme [1],[2]. Antes, entretanto, mais como exercicio
mas fundamental para o que vem a seguir, calcularemos as equacoes de Einstein
para um universo idealizado, chamado “background” e depois apenas diremos
como serdo as perturbagoes (escalares) da métrica.

1.1 As equacgoes basicas

O elemento de linha do “background” é:

ds® = gO) (x)da'da” = a®(n)(dn® — vijda’da?) (1)

onde 7 é o tempo conforme (coordenada que “retira” os efeitos da expansao do
universo das medidas no espago-tempo) e a métrica é a de Friedmann-Robertson-
Walker. Ainda,
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onde K é 0, 1 ou -1, dependendo se o universo é plano, fechado ou aberto.
As equagoes de Einstein sao
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Assim, as equagoes de Einstein se reduzem & equacao 0-0
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Para que nosso universo seja mais realistico, vamos inserir perturbagoes na
métrica (das instabilidades gravitacionais citadas acima, j& que a métrica des-
creve a geometria e esta estd ligada intimamente & gravidade). Desse modo,

ds® = g0 da"dz” + 6, datda” . (7)

Aqui, supomos perturbacgoes escalares na métrica [1], as quais me fornecem
inomogeneidades que crescem e que tém um importante papel na dinamica da
matéria. Desse modo,
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e assim

ds* = a*(n) [(1 + 2¢)dn? — 2B|idasid7] —[(1 —2¢)vi; + 2E‘ij]dzidxj] . (9

As quantidades ¢, ¥, B e E sao funcoes escalares das coordenadas espaciais
e temporal.

2 Teoria quantica de perturbacoes

Essa teoria envolve a quantizagao simultanea da métrica e das flutuagoes da
matéria, o que so é possivel num universo em expansao. Quantizar os campos
de matéria nesse tipo de “background” leva, em geral, & producgao de particulas e
esse processo é a base para a formacao de estruturas num universo inflacionario.
Por sua vez, obtemos o conjunto das condigoes iniciais para a evolugao das
perturbacgoes classicas.

Vamos entao quantizar as perturbagoes da métrica e da matéria no “back-
ground” homogéneo e isotrépico da segdo anterior. As varidveis em questao sao
as variaveis de perturbacao também citadas na secao anterior. Para a obtermos
a acao para essa varidveis, vamos expandir até segunda ordem a acao para a
gravidade e para a matéria, ji que a equagoes de movimento das perturbagoes
de primeira ordem sao dadas pela agao de segunda ordem.

Comegaremos pela parte gravitacional.
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Nesse formalismo, chamado ADM, temos as seguintes relacoes:
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Substituindo esses valores na expressao da agao e tomando os termos de
segunda ordem na perturbagao obtemos 625,
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Os termos DY" e D" sdo termos que nao afetam as equagoes de movimento
porque sao termos de derivadas totais.

Feito isso, agora é necessédrio encontrar o termo 62.5,, de S,,, correspondente
a matéria.

Sabemos que

S = / Lonlg)v/—gd'z =
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Calculando a variagao de S;,, chegamos a forma geral:
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Os termos 61 L e 0oL podem ser calculados expandindo £, em uma série de
Taylor sobre pg. Assim, a variacdo de segunda ordem da agao total fica
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é um outro termo de derivada total e que também nao afeta a agao.

Agora, introduzimos um potencial que seja um invariante de gauge v, con-
forme ja dito, e sujeito ao vinculo 1// + Hop = 31250/0590 obtido pela variacao da
equagdo acima com relagao a (B — El).

Desse modo,
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Com esse potencial e com a equacao do vinculo, substituimos d¢ e 1) na
equacao da agao e podemos escrever a agao total como
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2.1 Quantizacao

Acabamos de escrever a agao de segunda ordem. Ela pode ser escrita na forma
geral
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Para o caso do nosso campo escalar, num universo plano, v =%, \/7 =1
ec?=1.
O primeiro passo para a quantizacao do potencial v é escrever o momento
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canonico conjugado a v, m(n,x) = gf, = v (n,x), e escrever o hamiltoniano:
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A equagdo de movimento para o campo v é obtida variando a equagdo 17
com respeito a v, lembrando que na teoria quantica as variaveis v e ™ se tornam
operadores.
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Essa equacao também é chamada de equagao de evolugao do campo e é
equivalente as equagoes de Heisenberg:

it = [0, H] e i’ = [, H]. (19)
Na representacao de Heisenberg os estados sao independentes do tempo e a
dependéncia temporal vem dos operadores. Entao vamos expandir o operador
© sobre uma base completa e ortonormal de solu¢oes da equagao de evolugao do
campo. Essas solucoes serdo denotadas por v(x,n) ~ 1s(x)v’(n) onde o indice
J representa o J-ésimo modo de Fourier da expansao sobre o conjunto da base e
1 sdo as auto-fungoes do operador A = 2?21 %21-2 com autovalores k3. Logo,
satisfaz Ay = —k%1).
No caso particular de um universo plano podemos tomar uma base de ondas
planas, de modo que
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Substituindo esse ansatz na equacao de campo obtemos

ok () + ko () — o () = vy () + Efvi(n) = 0. (20)

Agora podemos escrever a expansao de 0 como
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Interessantemente, em virtude das equagoes 20, temos na expressao os ope-
radores dg e a , que sao os operadores de criagao e aniquilagdo, que j& encon-
tramos na fase 2 desse projeto.

"

Entretanto, as frequéncias sio dependentes do tempo pois m? = “~. Quando
quantizamos as perturbacoes de um espaco-tempo curvo, o “background” nos da
uma direcao distinta do tempo, mas a nogao de modos com freqiiéncia positiva
(por freqiiéncia, entenda-se freqiiéncia das solugdes para vg(n) da equagdo 20,
que tém forma exponencial) ndo é um invariante temporal. Desse modo, nao é
possivel ter uma tnica definigdo de vacuo.

Entao, para um tempo 179, podemos achar uma combinacao de solugoes da
equagao 20, que também é uma solugao, que é de freqiiéncia positiva se impu-
sermos as condigoes iniciais

vk(0) = E7% (o), vy, (m0) = iE% (o).

Desse modo, podemos definir um estado de vécuo |0,,) = |to):

a5 [0, =0, V. (22)

Um observador em 7 vera o estado acima definido como vazio de particulas,
mas porque em um tempo 771 > 19 0s modos que sao de frequéncia positiva
deixam de sé-lo, um observador definird o estado |¢1) como vazio de particulas,
esse estado satisfazendo:

bi lg1) =0, Vk. (23)

Agora, se denotarmos os modos de frequéncia positiva e negativa em um
tempo n; por v(1)+ e v(l)_ respectivamente, entao em termos da discussao acima
k k ’

teremos

v,i”"' = akv,go)+ + ﬂkv,go)_, v,(cl)_ = a,tv,ioH + ﬂzv,go)_, la]? 4+ (8] =1, (24)
onde
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Agora podemos escrever os operadores ¢ e @~ em termos de bt e b e
vice-versa, de modo que o observador em 7; definird o operador de nimero de
particulas N L= l;',:l;,; que, aplicado no estado 1y, dard um ntimero nao nulo de
particulas:

(Yol NE[ho) = |Bk]?- (25)

O que acabamos de mostrar foi que o campo escalar causa a producao de
particulas a partir de um estado inicial de vacuo. Isso, em um modelo infla-
cionario de universo levara a formagao de estruturas no universo presente.



2.2 Conclusoes

O espectro de poténcias calculado para um modelo de inflagdo cadtica com o
potencial V() = %m2@2 ou para o modelo da nova inflacdo com o potencial
Vie) = i)\go‘l, desde que nao se assuma que ¢ nao esteja em equilibrio térmico
no inicio do universo nao leva a inconsisténcias com o que se tira das observagoes.
A vantagem desse formalismo é que como as varidveis sdo gauge-invariantes, os
resultados da quantizacao sao fisicamente consistentes e sem ambiguidades.

Entretanto, existem certos incémodos com tudo isso [2]. Vimos que assume-
se que o campo quantizado v comega em algum tempo inicial ¢; e que o mo-
delo aplicado ao cenério inflacionario é “independente” da escolha do estado de
véacuo. Ora, qual é o tempo ¢;?7 Qual, dos estados de vacuo possiveis, deve ser
escolhido?

Essas perguntas sao pertinentes quando se percebe que, se a inflagao durar
apenas um pouco mais que o tempo minimo necessario para que o mecanismo da
inflacao assegure a resolucao do problema do horizonte e forneca um mecanismo
de geragao causal das anisotropias da RCFM, os correspondentes comprimentos
de onda dessas anisotropias serao menores que a escala de comprimento de
Planck (escalas onde a Mecénica Quéantica e a Relatividade Geral se unem numa
Gravidade Quantica) no inicio do periodo inflaciondrio, porque [1]:

a(n)

Mas o comprimento de onda é definido como [2]:

kpis = logo, se a(n) — 0= kyis — oc.
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Entao, para um tempo inicial ¢;, que corresponde a um 7;, da ordem do
tempo de Planck temos:

Afis ~lp € Afpis < 1p se t < 1. (26)

E dai? Dal que pode-se perguntar o quao robustas sao as previsoes da
cosmologia inflaciondria contra o efeito da “fisica” trans-planckiana. Isso quer
dizer: o quao sensivel é o espectro produzido pela inflagao as mudancas em uma
escala tao pequena como essa?

Usualmente, para modelar esses possiveis efeitos usa-se uma relacao de dis-
persao modificada [2], de modo que nossa equagao de movimento (20) torna-se
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onde kZ; ¢ (k,n) = a2(n)w2(%).

Assim, é possivel detectar nas anisotropias da RCFM os efeitos, nos primérdios
do universo, de uma era na qual a Mecanica Quantica e a Relatividade Geral
eram igualmente importantes, analisando as mudancas no espectro de poténcias



das flutuagoes quanticas causadas por modificacoes nas relacoes de dispersao
das solugoes da equacgao de movimento.

Essa modelagem pode, em principio, responder aquelas duas perguntas ini-
ciais, principalmente no que se refere a escolha do vacuo. Entretanto, deve-se
notas que essas relagoes de dispersao modificadas sao absolutamente “ad hoc”,
sem uma base sélida, ji que nao temos uma gravitacao quantica desenvolvida.
Ou ainda, pode-se ter frequéncias complexas no inicio do periodo inflacionario
em escalas relevantes a cosmologia, ou seja, para a formagao de estruturas, o
que é inconsistente.

Ainda ha muito estudo a ser feito nesse campo da Cosmologia. Mas ja temos
ao menos um “insight” de como pode ter sido a origem e a evolugao do nosso
universo.

Fim.
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