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1 Introducao

Nesse semestre foi iniciada a segunda fase do projeto de iniciacdo cientifica em
“Inflagdo, criacao quantica de particulas e efeitos transplanckianos”. Assim,
foi estudado o problema do Oscilador Harmomico Quéantico com PerturbacGes
(freqliéncias varidveis), o Oscilador Harmonico no desenvolvimento de Heisen-
berg, que é uma breve introducdo & teoria quantica de campo, o artigo “Trans-
planckian Physics and Inflationary Cosmology” do prof. Robert H. Branden-
berger, e Relatividade Especial pelo livro “Spacetime Physics, a Introduction
to Relativity” de Taylor e Wheeler.

2 O Oscilador Harmonico Quantico

Chamamos de oscilador harmoénico uma particula de masssa m que executa um
movimento sob a agdo de uma forga elastica (restauradora) F' = —kz (tratare-
mos o caso unidimensional apenas).

Analisaremos esse problema em quatro etapas:

e Achar a funcio de onda do estado estacionério.
e Estudar os pacotes de onda ou estados coerentes.
e Introduzir uma pequena perturbagao linear.

e Introduzir uma perturbacio dependente do tempo na freqiiéncia.

2.1 A funcao de onda do estado estacionario.

A forga eléstica F = —kz = potencial V(z) = 1kz? = Imw?a?.

A equagdo de Schrodinger para o estado esticiondrio é:
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Podemos escrever o hamiltoniano da seguinte maneira:
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de onde tiramos os operadores escada:
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e ainda temos: H = aja_ + Lhw ou H = a_ay — Lhw.
Se ¢ é um estado estaciondrio de energia E, entdo a4t é um estado esta-
ciondrio de energia E + hw e a_y é um estado estacionario de energia E — fiw.
O estado fundamental é tal que a_y = 0 e obtemos a funcido de onda resol-
vendo a seguinte equagao:
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chegando em:
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Resolvendo a equagdo de Schrédinger com ¢ (x,t) = 1o (x)T (t):
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Com a utiliza¢do do operador a obtemos:
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que tém energias F = (n + %)hw.

Entretanto, o cédlculo do valor médio da posi¢do para as fungoes ¥,,, nos di
sempre (z) = 0, ou seja, nenhuma oscilagio.

Para comparar o sistema com o anélogo classico, estudaremos agora os paco-
tes de onda ou estados coerentes. Estes estados nao sao em geral estaciondrios
e vamos analisar a evolucao temporal desses estados.

2.2 Os pacotes de onda ou estados coerentes.

Seja entdo um estado qualquer ¢, tal que a_¢, = ag, onde a é um nimero
complexo qualquer, ja que a_ ndo é hermiteano.
Vamos expandir ¢,(x) em estados estaciondrios para t = 0:
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onde (4, $a) = ZEE= (Yo, 60) € (Y0, @a) é uma constate.
Obtemos:



$a(z) = K Z % (%)nwo, K = constante.

Normalizando ¢, (x) obtemos K, assim:
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onde E,, = (n + %)hw.

Calculando (z) obtemos:
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Vemos imediatamente que o resultado obtido oscila essencialmente da mesma,
maneira que o resultado cléssico.

2.3 Perturbagoes lineares.

Em teoria de perturbagdes, definimos um hamiltoniano perturbado da seguinte
maneira: H = Ho +V onde Hg é o hamiltoniano de um problema ja resolvido
nao perturbado e V é um termo perturbativo ou potencial perturbativo.

O problema n3o perturbado é rotulado com indices zero da seguinte maneira:
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Entao, dessa maneira, o problema perturbado que precisamos resolver é:
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onde E,, = Ey(LO)-I-Ey(Ll)—I—... eYn =7 . cnmwiﬁ), lembrando que indices superiores
diferentes de zero representam as corre¢tes devido ao potencial perturbativo ao
sistema nao perturbado.

Com algumas manipulacoes algébricas chegamos ao coeficiente:
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que nos da, para m # n, a corre¢ao de primeira ordem da fun¢do de onda e para
m = n, a primeira correcdo de energia:
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No caso do oscilador harmonico, inserimos uma perturbagao linear na freqiiéncia
por ser de facil tratamento (nesse estudo estamos interessados no método):
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Vemos imediatamente que o potencial perturbativo é V = mwAwz?.
Entao podemos calcular a correcao de primeira ordem da energia do estado

fundamental, E(()l) sabendo que:
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Entao:
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e de maneira mais geral:

E, :h(w+Aw)(n+%).

2.4 A perturbacao dependente do tempo na freqiiéncia.

O potencial perturbativo depende do tempo nesse caso. Entdo o hamiltoniano
fica: H = Ho + V (¢).

Quando a dependéncia temporal é explicita ndo hé conservacio de energia
que, em mecanica quantica, ¢ representada por H = 0. Por isso o hamiltoniano
nao possuira estados estacionarios, de maneira geral. Mas H possui estados es-
taciondrios e tomaremos a perturbacdo como corre¢io aos estados estaciondrios.

A equagdo de Schrédinger para o sistema perturbado é:

oy

ihs = (Ho + V()9

e escreveremos i, = » . akn(t)zb,(co) para a func¢éo de onde que corrige ¢7(10).
Substituindo na equacdo de Schrodinger chegamos a:
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Multiplicando & esquerda por d),(,?)* e integrando:



onde Ve(t) = e*mt [% dupi Vi) = elomitVin
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e sendo wyp = 5.

Com isso chegamos & seguinte expressdo:
ali (1) = _% / dtVpne™mnt

que, para m = n nos da a primeira correcdo da energia e para m # n nos da
os coeficientes das corre¢oes da funcido de onda, como no caso da perturbagéo
linear.

3 O Oscilador Harmonico no desenvolvimento
de Heisenberg

A teoria quantica de campos é melhor entendida na descricdo de Heinsenberg,
de operadores dependentes do tempo e estados constantes. Entdao vamos utilizar
essa descricdo no oscilador harmoénico quantico simples.

Uma teoria quantica de campo é uma teoria de suas variaveis dindmicas. No

caso do oscilador harmonico temos a posi¢do dependente do tempo ¢(t). O que
define essa teoria é a Lagrangiana do sistema:
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As equagoes de Euler-Lagrange ficam:
m(g(t) + w’q(t)) =0,
que conduz & solucdo:

q(t) = qocos(wt) + z)—osin(wt).

Na teoria de campos deve-se notar que os valores iniciais sdo operadores.
Alguns resultados da algebra de operadores sdo:
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Mas ainda temos:
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E definimos a func¢do comutadora para tempos diferentes:
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que é 1util para representar a funcdo de Green retardada:
i
Gret(t,t') = ﬁ®(t -t C(t,t).
Voltando & solucédo ¢(t) do oscilador harménico, podemos representa-la:
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e definindo:
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chegamos a:
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E 1til lembrar que o operador a diminui a energia e o operador a' aumenta,
a energia sendo chamados, respectivamente, operadores de aniquilacao e opera-
dores de criacgdo.

Lembremos que o estado fundamental normalizado do oscilador harmémico
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sendo ainda:

al)y =0 (QQ) = 1.

Dois conceitos que sao muito dteis no tratamento perturbativo das interagoes
sao os conceitos de ordenacdo temporal e o propagador. Quanto ao primeiro,
se temos o produto de duas varidveis dinamicas a tempo qualquer, o conceito
de produto ordenado se refere ao mesmo produto, mas arranjado em ordem
cronoldgica com o tempo menor & esquerda. O produto ordenado de ¢(t) e g(t')
é definido como:

T(q(t)q(t)) = O(t — t')q(t)a(t") + O(t' — t)g(t)q(?).



O propagador é definido como o valor esperado de vicuo do produto orde-
nado de dois operadores:
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Note que a parte imaginaria do propagador é:
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e a parte real do propagador é o valor de vicuo esperado da funcio anti-
comutadora de ¢(t) e g(¢'):

Re(i(1,1)) = 51— cos(w(t = #)) = 3 ({a(®), at)}19).

4 Efeitos transplanckianos e cosmologia infla-
ciondaria

A cosmologia inflacionéria é um elegante paradigma que resolve alguns proble-
mas da cosmologia padrao:

e o problema da homogeneidade do universo.
e porqué a radiacdo coésmica de fundo é extremamente isotrépica.
e a planitude espacial.

e prové um mecanismo fisico causal para a formacao de estruturas.

O gréfico ilustra bem esse tltimo problema.

Entretanto, o mesmo mecanismo que nos explica com grande sucesso a
geragao causal das flutuacdes cosmolégicas traz consigo um problema “trans-
planckiano”.

Observemos o grafico outra vez. Se a inflagdo durar apenas um pouco mais
do que o minimo que ela precisa durar para resolver o problema do horizonte e
com isso prover um mecanismo causal para a geragdo das flutuagoes da RCFM,
entdo o comprimento de onda fisico correspondente a essas flutuagoes serd menor
que o comprimento de Planck (~ 1073% m) no inicio do periodo inflacionério.

Mas as teorias de campo que descrevem a gravidade e a matéria nao devem
funcionar bem nas escalas trans-planckianas. Entdo perguntamos: as previsées
da cosmologia inflacionéria padrao sdo robustas contra os efeitos transplancki-
anos?

O mecanismo pelo qual as flutuagées cosmoldgicas sdo criadas pode ser es-
crito muito resumidamente da seguinte maneira:

Ui + (k2 - g)vk —0,



onde vy, € um campo escalar que expressa as flutuagdes e 7 é um termo de massa.
Essa equagdo é andloga a equacdo de movimento do oscilador harménico
com massa dependente do tempo e resolve-se de maneira também anéloga.

4.1 Analise transplanckiana: relagoes de dispersao modi-
ficadas

A maneira mais simples de modelar os possiveis efeitos transplanckianos é alterar
a simples relacdo de dispersdo wy;; = kjfis por algo mais complicado wy;s =
wyis (k) na equagdo acima.

Com essa nova relagdo, a evolucdo dos modos das flutuacdes é feita em trés
fases:

e Fase I: comprimento de onda é menor que o comprimento de Planck. Os
efeitos transplanckianos tém papel importante.

e Fase II: comprimento de onda maior que o comprimento de Planck porém
menor que o raio de Hubble. Os efeitos transplanckianos sao despreziveis
e a solugdo para o campo vy, € oscilatéria. Nao existe criacdo de particulas
nessa fase.

e Fase III: comeca quando os modos ultrapassam o raio de Hubble. As
flutuacoes se “congelam” e temos a geragao das perturbagdes cosmoldgicas
classicas.

A questdo é que temos uma radiacdo césmica de fundo, radiagdo que per-
corre o universo desde os tempos imemoriais do desacoplamento, mais ou menos
350 mil anos apds o Big Bang. A anilise desses dados experimentais nos d4 o
que se chama de espectro. Acredita-se que os efeitos transplanckianos podem
ter deixado sua marca nessa radiacdo, de alguma maneira, no espectro. As-
sim, alterando as relagoes de dispersao, podemos calcular o espectro tedrico e
comparamos com o experimental.

Mas no fim, uma critica que se faz ao método descrito acima é que essas
relacdes de dispersao sdo completamente “ad hoc”, ou seja, ndo tém bases sélidas
na fisica transplanckiana.

Entdo, devido ao “redshift” exponencial dos comprimentos de onda, as es-
calas cosmoldgicas que observamos hoje foram originadas, no inicio da inflacao,
com comprimentos de onda menores que o comprimento de Planck. Assim,
pode-se obter informacdes sobre esse periodo nos espectros das anisotropias
da RCFM, ou seja, talvez tenhamos efeitos mensurdveis em observaveis cos-
moldgicos.

5 Relatividade Especial

Esse tépico ainda continua sendo estudado nesse momento.



