1 Teorias de Gauge

Quando lidamos com mais de um campo fermiénico de mesma massa, escre-
vemos a Lagrangiana livre de intereagdo, em unidades naturais (c=1e i = 1),
como:

L = iy — mapy) (1)

onde 1) corresponde a um multipleto de férmions.
Analisando (1) fica claro que essa Lagrangiana exibe simetria U(N) global,
0 que equivale a dizer que

b — U, ¢ — U (2)

sendo U a matriz unitdria N x N que mantém a (1) invariante. Mas devemos
lembrar que toda matriz unitaria pode ser escrita como a exponencial de uma
matrix Hermitiana:

U=¢l, H =H (3)

e todas as matrizes Hermitianas de dimensao N sao combinagoes lineares de
N2 — 1 matrizes t; e da identidade:

H=0l+t -« (4)

Na linguagem da teoria de grupos dizemos que U(N) = U(1)®@ SU(N), dessa
forma, reescrevendo a (3) -
U= ezeezt-a (5)

percebemos claramente que ¢ sao os geradores de SU(N). E evidente que a La-
grangiana fica invariante sob transformagdes U (1), entao cabe a nds estudarmos
as transformagoes SU(N) locais:

b — ety (6)

Na QED sabemos que a Lagrangiana é invariante por transformagcoes U (1)
locais quando se define uma derivada covariante

D, =0, —ied, (7)

que se utiliza de um campo vetorial (o féton), cuja transformagcao é:
1
Au(@) = Aule) + - 00() (8)

sendo e a constante de acoplamento, equivalente ao médulo da carga do elétron.

Ao generalizarmos a situagao para simetrias SU(N) locais devemos reescre-
ver (7) e (8) de acordo com a estrutura das transformagoes. Assim

D, =0, —igt* A}, 9)

AZ(z) — AZ(I) + é@uoﬂ(l’) + ? (10)



e queremos encontrar o “?”que garante invariancia local. Para isso, notamos
que:

D, (Uy) =UDyuy (11)
Vejamos:
Du(U) = (9 —igt® AN UY) = 9, (Uv) — igt" AU
= (DU +Udup — igt" A LU
= U8 — Uigt* A% + Uigt® A% + (9,U ) — igt® A *Usp
= UD, + Uigt® A% + (9,U)y — igt A2UY
Portanto,

igt® A, 0Usp = Uigt® A% + (9, U)
t* AU = Ut Ay — é(@uU)
e A = Ut“AZU*1 — é(aﬂU)U*1 (12)
Vale lembrar que estamos lidando com grupos de Lie, e cada elemento per-

tencente ao grupo pode ser obtido variando continuamente o aw em (5). A élgebra
dos grupos SU(N) é a seguinte:

[t %] = i fobete (13)

sendo a constante de estrutura f®° totalmente antissimétrica sob permutacio
de qualquer um dos indices.
Tomando um « infinitesimal é possivel fazer algumas aproximagoes:

U~1+ia®® Ul=x1-—ia"" 0,U =it"d,a" (14)

promovendo essas substituigoes em (12)
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é a transformagao que mantém a Lagrangiana (1) invariante. Mas esse procedi-
mento gera um vinculo: a derivada covariante introduziu campos vetoriais A,,
na teoria (os bésons de gauge), portanto deve-se acrescentar a (1) a Lagrangiana
livre desses bésons. A Lagrangiana de Proca descreve os campos vetoriais:

1 2
L= —1GuG" + %A”AV (16)



O termo mTQA"AV nao é invariante quando AZ se transforma segundo (15),
logo os bdsons de gauge devem ter massa nula para satisfazer a invariancia local.
Dizemos, portanto, que a manifestacao de campos vetoriais na teoria nos obriga
a incluir o termo cinético dos bésons na Lagrangiana inicial.

Na QED, tinhamos que G, = F,, = 0, A, — 0, A,. No caso geral,

Guv = OpAy — O, Ay + gf " AL AS (17)

ince
Dessa maneira, a Lagrangiana completa da teoria é

zw'y“D,ﬂ/J mapth — -G, G" (18)

2 Cromodinamica Quantica (QCD)

Discutimos na segao de simetrias que o MP prevé que os quarks ocorrem
em trés possiveis cores, de modo que a Lagrangiana livre de interagao assume a
seguinte forma em unidades naturais (c=1e h = 1):

L = iy 9p — mynp (19)
onde
YR - -
v=|va |, v=(r vYe¢ vUb)
(2]

ou seja, a QCD exibe simetria SU(3)., onde o indice subscrito ¢ serve para
lembrar que é uma simetria associada a cor.

Também discutimos no inicio da se¢io 1 que o grupo SU(N ) apresenta N2 —
geradores, e pela equagao (9) notamos que cada gerador se associa a um bdson
de gauge Af,. Portanto, SU(3). tem 8 bésons de gauge: os glions.

Por convengao utilizamos que os oito geradores de SU(3) sao t* onde

A% sdo as matrizes de Gell-Mann:
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http://www.cecm.usp.br/~caique/pdfs/simetrias.pdf

A Lagrangiana completa da QCD, considerando interacao, assume a forma
(18), mas se a reescrevermos mostrando explicitamente os termos de interacao
teremos:

L = L 4 gALtY —  gf*(0,AL) AV AN
1
= JOTATAL)(fe AT AR (20)

onde % representa a Lagrangiana livre de interacao (19) e o segundo termo
representa o vértice glion-quark. Na QED, a Lagrangiana completa sé contém
os dois primeiros termos de (20), entao o terceiro e o quarto termos represen-
tam uma diferenca significativa entre as teorias QED e QCD. O terceiro termo
corresponde ao vértice de trés glions, enquanto o quarto termo é um vértice
de quatro glions, ou seja, os bésons de gauge da QCD interagem entre si, di-
ferentemente dos fétons. Essa é uma das razoes pela qual o acoplamento a;
das interacoes fortes fica assintoticamente mais fraco com o aumento da energia
envolvida no espalhamento entre particulas que apresentam cor, conferindo a
SU(3). a propriedade de ser uma teoria assintoticamente livre.
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